Construirea functiei logaritmice si a functiei exponentiale pe baza
calculului diferential si integral
Prof. Miu Simona, Colegiul Economic “Gheorghe Chigu”, Craiova
In cadrul lectiilor de sinteza, din perioada de recapitulare si sistematizare (clasa a XlI-a )
este util sa aratam elevilor ca analiza matematica permite construirea si studiul unor functii
elementare invatate in clasele IX-X.
I) Functia logaritmici neperiana

Fie functiile f, F: R} = R, f(x) =x",reQ si F(X):f: t"dt unde re@\{-1}, a= 0
Pentru v=-1 definim functia ¢: R} — R} cp(x):i continua si deci integrabilda pe domeniu de

definitie.

Definitie: Se numeste functie logaritmica neperiand primitiva functiei @:Ri — R},

@(x)== si anume: L(x)= =

1 ¢
Proprietati:
1. L(1)=0
2. Functia L are derivata pozitiva in fiecare punct al domeniului de definitie RL. Aplicam

teorema Crestel’ﬂOI’ flnlte (‘?{:] x1;x2 ER+ y xl :: x:; Hf, ée[xlyxz] a.i. L(xz)‘L(xl:]:( x:‘xle,(i).
Cum L’(€)>0 si x,-2,>0 => L(x;)>L(x,) si prin urmre functia L este strict crescatoare pe RJ.
Rezulta: a>1=>L(a)>0, O<a<l=>L(a)<0

3. L este un morfism intre grupurile (R%, ) si(R,+)

Fie p o functie derivabild pe R cu valori in R}. [L(u(x))]’=u’(x)-L’(u(x))=% .In particular

daca p(x)=kx avem [L(kx)]’zs—x:§=[L(x)]’—>L(kX):L(X)+C

Pentru a putea determina constanta c, ii dam x=1 —L(k)=L(1)+c => c=L(K) si deci:
L(kx)=L(k)+L(x) pentru ¥ k,x>0=> L(ab)=L(a)+L(b)

Consecinte : Pentru beRI avem b% =1 deci L(b%):L(b)+L(%)=L(1)=0_>

L(b)+L(%):O => L(%):-L(b) — pentru E:a-% :>L(§):L(a-%):L(a)+L(%):L(a)-L(b). Prin

recurenta se arata usor ca:



L(ay @, -a,)=L(a)+L(a)+......... +L(g,)=> L(q" FL(a*a........... a)=nL(a) si
L(g ")=-nL(a)
L(a)=rL(a) pentru r:ap eQ Deci y=a"<=> yq:cﬂ’ cu p, qeZ si =>

L(¥%)=L(a”)<=>qL(y)=pL(a) => L(y):EL(a)er(a)

4. L este o aplicatie bijectiva ( continua si strict monotond) => L este un izomorfism al
grupurilor (RZ, -) si(R,+).

Consecinte : a). (v)a,be R din a=b<=>L(a)=L(b) .(injectivitatea functiei logaritmice)

b). Functia L fiind bijectiva exista si este unica solutia ecuatiei L(X)=1. Se noteaza cu e si Se
numeste baza logartimului neperian. L(e)=1.

¢). Se poate arita ca numdrul e este numar irational, 2<e<3 cu valoarea aproximativa
2,7182818285

d). Logaritmul neperian se mai noteaza si In, adica L(x)=Inx

L(x
5. lim L) = I —_oo ||m L(= )— L(X)_—OO vreQ,lim— L&) =0
X—»0 X—0 X—>00 X
x1>0 x>0
6. L admite x=0 asimptota vertical, dar nu admite asymptote orizontale sau oblice.

()

Demonstratie: Fie |jy) —— =m. Stim ca ¥xe(1,) 1>— deci f dt = f ——> L(x)<x.

X—0

Tn particular ¥ xe R,  LG/x)< Vv, %L(x)< [x; L'—x:'<‘"x:

x

sw

Cum |im%=0=>|imM=0:>m=O. Totodata  |jm L(x) =co=>Curba nu admite

X x> X X0
asimptote pentru ramura de la .
7. Tangenta la grafic in A(1,0), y=x-1 este paraleld cu prima bisectoare si tangenta in
B(e,1), y=2% trece prin originea sistemului de axe xoy.
Ne punem problema daca exista si alte izomorfisme de la (R, -) la (R, +).
Relatia k-L(x-y)=k- [L(x) + L(y)]=k-L(x)+k-L(y) ne conduce la definirea unor functii logaritmice
cu alte baze decat nr.e. Astfel Vk e R* functia g: R, - R, g(x)=k-L(x) este un izomorfism al

grupurilor(R%, -) si (R,+). In baza izomorfismului de grupuri se poate afirma ci existd un singur
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numdr real pozitiv az0 si azl care pentru un keR, nenul care verifica relatia

k-L(a)=1= >k——— >g(x)= L) si este numita functia logaritmica de baza a si se noteaza

L(a) L(a)
_ LX)
L)

Ea are toate proprietatile functiei logaritmice demonstrate in manualul de clasa a —X-a.

log_ x=

I1) Functia exponentiala

dt
Functia L: R >R, L(x)= le T este bijectiva si ca urmare admite functie inversa.

Definitie: Inversa functiei logaritmice 0 vom numi functie exponentiald E: R — R: =L (x)=e*

Proprietati:
1.E(0) =1, E(1) =e
2.Functia E fiind functie inversa a unei functii continue si Strict crescatoare, este si ea insasi

R g .. X1 X
continua si strict crescatoare, adica Vxl,xg eR , X1<X2 =€ “<e 2

3.Dacd -P<x <0=>0<e’<1;0<x<go=1<e* <o
4.E este un izomorfism de la (R,+) la (R%, *)

E(a)

5. E(a) =E(a-b+b) =E(a-b)-.E(b
(a) =E(a-b+b) =E(a-b) ()>(b)

E(a-b)
6.Fie reQ siyeR, .Stim ca L(yr) =rL(y). Punem y=E(x) si atunci

L(E (X)) = rL(EC) = r-x= LEMYsi E=(E(X))' 1 E(N) = E(r-1) = (EQ) =EQ) =e.

7. lime*=0 ;Iimexzoo; VrEQ,Iime—r:OO
X—>—00 LALA x> X
1 1
8 E'(X)=— =+=y=¢
L'ty) 1
y

9. Tangenta in B(0,1) are ecuatia y=x+1, este paraleld cu prima bisectoare y=X.

Tangenta in M(1,e) are ecuatia y=ex si trece prin origine.
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Deoarece functia |ogapentru Var 0sia =1 este un izomorfism al grupurilor (RX, -) si(R,+).

vom avea si aplicatia inversa h:R — R: pentru Var0sia =1, h(x)= aX

xL(a)

vxeR,y=g <=>x=10Q y;y>0si vxeR g =g

@%) =@y = L(a)e-® = L(@)a*

Tn concluzie construirea functiei logaritmice si a functiei exponentiale pe baza calculului
diferential si integral apare fireasca. Stabilirea izomorfismului (R, )= (R, +)este esentiala
Ne punem intrebarea daca functia logaritmica este singura functie care verifica ecuatia
functionala f(xy)=f(x)+ f(y) (*)
Vom arata ca nu existd o alta functie strict crescatoare pe R: n afara functiei logaritm care sa
satisfaca conditia (*) .

Pentru a demonstra acest lucru in (*) facem y=1 =>f(x) =f(x)+f(1) unde f(1) =0

Fie X1 X2 coveevnnnn. X €R. = fXaXooooXn) =F(xa)+H(X2)......+(xq) pentru

X1=Xo=..onon.n. =x, avem f (x")=nf(x) (**)

Tn egalitatea (**) nlocuim x prin Yx si avem:f(x) =nf(Q/;):> f(Ux) = 1f (x)
n

P
fx) =t xP) =Py = P (x)
Daca I’=aeQ+ q q

£(%) +f(1)=f(1) =O,:>f(1j=—f(x)
X X

In (*) punemy==— siavem: Analog
X

f(x)=f((x) ") ==F(x")=—rf(x).pentru xe Q f(x )=rf(x)
Fie O un numar irational si doud siruri de numere rationale (Otn ) si ( IB ; ) astfel incat:

(0 R R 0 2 TS o < <...=Z < . .
1=%2 n P P2 =P o lima,=lim B, =«
n—o0 n—oo

(Spre exemplu sirul aproximarilor prin lipsa si respectiv prin adaos a numarului «)

Tn baza monotoniei functiei f avem:



Fx®) < F(x) < F(xP)
Dar f(x%) =g f(X) si f(xﬁ"):IBn f(x) =prin trecerea la limita f(X%)=oaf(X) si

unicitatea lui x” . Functia f fiind strict crescitoare nu poate fi identic nuld deci exista un x=c

1
= f(c'9) = 1 -f(c)=1. Notand c" =a,

f(c) f(c)

avem: f(a) =1 si f(a’) =yf(a) =y unde y este un numir real arbitrar. Ludnd x=a’ sau y=log.x

astfel Incat f(c) # 0. Daca ludm x=c si o0 =

obtinem:f(x) =log,X, deci
y=log ax este singura functie care indeplineste conditiile initiale, ceea ce trebuia determinat.

Doua functii monotone care satisfac ecuatia functionala (*) pot sa difere prin valoare
bazei logaritmului a.

Din cele aratate mai sus se poate concluziona ca prezentand in acest mod cele doua functii
folosind proprietatea de izomorfism, vom dezvalui elevilor o data in plus frumusetea matematicii.
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